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РАСЧЕТНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ТИПА МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ СЛОЖНОЙ ФОРМЫ 

Предложен явный по времени численный метод решения динамических упругих задач, 
основанный на аппроксимации правых частей дифференциальных уравнений методом конеч-
ных элементов, но определение скоростей и смещений на следующем временном слое задается 
с учетом линейного распределения скоростей между временными слоями. Метод обладает 
регулируемой аппроксимационной вязкостью и дисперсией численного решения. Исследована 
точность и сходимость численного решения для динамической задачи о дифракции продоль-
ной волны на шаровой полости.  

К л ю ч е в ы е  с л о в а: разностная схема, динамическая задача, численный метод реше-
ния, дифракция упругих волн, шаровая полость, бесконечное упругое пространство. 

In the article the authors propose explicit time-numerical method for solving dynamic elastic 
problems, based on approximation of the right-hand sides of differential equations by the finite ele-
ment method, but the definition of velocity and displacement on the following temporary layer is 
defined taking account the linear velocity distribution between the layers. The method has the regu-
lated approximation viscosity and dispersion of the numerical solution. We studied the accuracy and 
convergence of numerical solutions for the dynamic problem of diffraction of a longitudinal wave in a 
spherical cavity. 

K e y  w o r d s: difference scheme, dynamic task, numerical method of solution, diffraction of 
elastic waves, spherical cavity, infinite elastic space. 

Взаимодействие упругих волн со сложными строительными объектами 
является актуальной задачей строительной механики. В осесимметричной 
системе координат можно моделировать трехмерные объекты, обладающие 
осью симметрии, а именно защитные оболочки ядерных реакторов, подзем-
ных газовых и нефтехранилищ — т. е. сооружения, которые должны обладать 
максимальной надежностью [1—11]. 

В данной работе предлагается численный метод решения динамических 
задач теории упругости в осесимметричной системе координат.  

Уравнения движения в случае осевой симметрии имеют вид [12]: 
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где ,U W  — перемещения; ρ  — плотность; , , ,rr zz rzθθσ σ σ τ  — компонен-
ты тензора напряжений; θ  — объемное расширение; ,λ μ  — коэффициенты 
Ляме. 

Матрица жесткости и масс для любого конечного элемента определяется 
формулами [13]: 
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{ },u U W=  — вектор перемещений (14); uF  — узловые силы, дейст-
вующие на КЭ. 

Скорости в дискретный точках расчетной области вычисляются соотно-
шениями: 

,t t tu u tRu+Δ = + Δ        (17) 

,t t tw w tRw+Δ = + Δ           (18) 

( )1 ,t t t t t tU U t u u+Δ +Δ= + Δ ⎡δ + − δ ⎤⎣ ⎦       (19) 

( )1 ,t t t t t tW W t w w+Δ +Δ= + Δ ⎡δ + − δ ⎤⎣ ⎦       (20) 

где ,Ru Rw  — правые части уравнений (17, 18), полученных из матрицы же-
сткости конечного элемента (8) и узловых сил: 

( ) ( ) ,1211 U
ee FWkUkRu ++=         (21) 

( ) ( ) ,2221 W
ee FWkUkRw ++=          (22) 

где Δt — шаг по дискретному времени; , , ,t t t t t t t tu w U W+Δ +Δ +Δ +Δ  — скорости и 
смещения на временном слое tt Δ+ ; , , ,t t t tu u w w U U W W= = = =  — ско-
рости и смещения на временном слое t ; δ  — параметр схемы из интервала 
[ ]1,05...1,3 , от которого зависит аппроксимационная вязкость разностного 
метода и дисперсия решения. 

 Для иллюстрации работы данного метода решим задачу о дифракции 
плоской продольной волны на шаровой полости радиуса 1,0R =  (рис. 1). 

r

z

 
Рис. 1. Дифракция ступенчатой волны на шаровой полости в осесимметричной 

постановке 

Рассматривается безразмерная система осесимметричных уравнений: 

' / , ' / , ' / , ' / ,p pU U L W W L u u c w w c= = = =  
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( ) ( )2 2' / , ' / , ' / ,p rr rr p zz zz pt c t L c c= σ = σ ρ σ = σ ρ      (23) 

( ) ( )2 2' / , ' / .p rz rz pc cθθ θθσ = σ ρ τ = τ ρ  

 
Рис. 2. Фрагмент разбивки расчетной области на четырехугольные конечные 

элементы 

Характеристики материала: / 0,25,s pc c = β =  ( )1/ 3ν = , 1 2 0,25.α = − β =  
На шар набегает плоская волна, скорость по оси z  имеет ступенчатый про-
филь (единичная ступенька) и различную частоту разбиения большой дуги 
шара. Дуга, образующая шар, при вращении делится на 16, 32, 48 интервалов 
( /16 0,196; 0 1,0; 0 0,196),hfi r hr r hfi= π = = = ⋅ =  0,098tΔ =  — линия 1, 

( )0,049 /32tΔ = π  — линия 2, ( )0,032 / 48tΔ = π  — линия 3 (рис. 3). 

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0 18.0 20.0  
Рис. 3. Значения напряжений σ zz  в верхней точке сечения шара плоскостью, па-

раллельной набегающей волне 

Примерные значения при 4,5t =  равны (–2,28; –2,37; –2,34). 
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Уточнение с помощью экстополяции Ричардсона дает значение: 

2 3

1 94 0,5 2,3575 4 2,3305 4,5 2,33 2,294.
2 2h h hU U U U= − + = − ⋅ + ⋅ − ⋅ = −  

Получено значение max 2,294.zzσ = −  
В работе [14] для статической задачи при осевом растяжении среды с 

шаровой полостью определено max 2,0625zzσ = −  при тех же характеристиках 
материала, что очень близко к постоянному значению на рис. 3. 

В работе [15] представлено приближенное аналитическое решение дина-
мической задачи о дифракции продольной волны на шаровой полости и пока-
зано, что динамическое решение в момент 4,5t =  на 11 % больше, чем 
аналогичное статическое, т. е. max 2,289375,zzσ = −  что практически совпадает 
c уточненным численным решением. 

Предложенная схема вычислений упругих динамических задач с осевой 
симметрией, основанная на методе конечных элементов, дала достаточно хо-
рошие результаты, и данный метод можно применять для широкого круга 
осесимметричных задач.  
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