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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ ГРУНТА 
ДЛЯ ОЦЕНКИ УСТОЙЧИВОСТИ НАГРУЖЕННЫХ ОТКОСОВ 

Обозначены основные этапы решения задачи о нахождении областей пластических дефор-
маций в грунтовом массиве в смешанной постановке: представлены формулы для вычисления 
напряжений внутри пластических областей и выражения, позволяющие определить положение, 
размеры и форму последних. Приведены графические изображения областей пластических де-
формаций в моделях однородных нагруженных откосов и реальном грунтовом массиве при раз-
рушающих нагрузках, полученных экспериментально и в результате наблюдений. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: смешанная задача теории упругости и теории пластичности 
грунта, компоненты напряжения в упругих и пластических областях, формулы для определе-
ния размера, положения и формы упругих и пластических областей, разрушение моделей на-
груженных откосов. 

The authors mark the main stages in the problem solution of finding areas of plastic deforma-
tions in soil massif in mixed formulation: formulas for calculation of tension in plastic areas that al-
low to define the location, sizes and form of the latest are presented. Graphics of areas of plastic de-
formations in models of simultaneously loaded slopes and real soil massif with destructive loads re-
ceived experimentally and as the result of observation are provided. 

K e y  w o r d s: mixed problem of the elasticity theory and the soil plasticity theory, compo-
nents of tension in elastic and plastic areas, formulas for determination of the elastic and plastic areas 
size, location and form, destruction of models of loaded slopes. 

Введение. При расчете устойчивости грунтовых откосов исходя из усло-
вия отсутствия в приоткосной области пластических зон поля напряжений 
могут быть определены на основе использования аналитических или числен-
ных методов, формализующих решения задач линейной теории упругости, 
как это сделано в работах [1—6].  

Если при проведении расчета по каким-либо причинам необходимо оп-
ределить области пластических деформаций, то используют условие прочно-
сти Кулона [7]. Однако эти пластические области (ПО) не являются истин-
ными. Причина заключается в том, что в точках, расположенных внутри этих 
ОП, напряжения не могут отыскиваться методами теории упругости, т. к. 
здесь они не только являются функциями главного вектора нагрузок, но и 
зависят от физико-механических свойств грунтового массива. Поэтому об-
ласти пластических деформаций, положение и форма которых в большей 
степени соответствуют действительности, могут быть найдены путем реше-
ния смешанной задачи теории упругости и теории пластичности грунта. 

1. Постановка задачи. Постановка смешанной задачи имеет следующие 
особенности. До тех пор, пока интенсивность внешней нагрузки невелика, 
области предельного состояния в массиве грунта отсутствуют. При достиже-
нии ею некоторого предельного значения qзар в грунте зарождается одна или 
несколько пластических областей, которые имеют четкие границы. Дальней-
ший рост нагрузки ведет к увеличению размеров пластических областей, на 
внутренних поверхностях границ и внутри которых грунт находится в пла-
стическом состоянии, описываемом теорией предельного равновесия, а часть 
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грунтового массива, расположенная вне границ областей пластических де-
формаций, находится в упругом состоянии. В некоторый момент времени 
нагрузка достигает второго предельного значения qпр, при котором пластиче-
ская область выходит на поверхность откоса и происходит его разрушение. 

Физическая модель смешанной задачи теории упругости и теории пла-
стичности грунта подразумевает, что: а) между упругими и пластическими 
областями имеется четкая граница. Грунт, находящийся в упругих областях, 
подчиняется законам линейной теории упругости, а в пластических — зако-
нам теории пластичности; б) и в упругих, и в пластических областях, а также 
на их границах выполняются уравнения равновесия; в) в каждой точке грани-
цы выполняется условие неразрывности поля напряжений: нормальные и ка-
сательные к границе напряжения должны быть одинаковыми по обеим ее сто-
ронам; г) в областях линейной деформируемости выполняется условие со-
вместности деформаций, а внутри пластических областей — условие 
пластичности. 

Таким образом, смешанная задача позволяет соединить решение задачи 
линейной теории упругости для начальной стадии нагружения и решение за-
дачи теории предельного равновесия для стадии разрушения, что очень важ-
но с точки зрения разработки единой теории, описывающей поведение грун-
тового массива в полном интервале нагрузок. 

Аналитическое решение задачи связано с разрешением системы диффе-
ренциальных уравнений равновесия, уравнения неразрывности деформаций и 
условия пластичности, которые для плоской задачи записываются следую-
щим образом (оси X и Z направлены вправо и вертикально вниз): 
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где σz, σx, τxz — вертикальная, горизонтальная и касательная составляющие 
напряжения в рассматриваемой точке; X, Z — проекции главного вектора на-
грузок на соответствующие оси координат; σсв = Cctgϕ — давление связно-
сти; С, ϕ и μ — соответственно удельное сцепление, угол внутреннего трения 
и коэффициент Пуассона грунта, связанный известным соотношением с ко-
эффициентом бокового распора; ∇2 — оператор Лапласа. 

2. Определение напряжений внутри пластических областей. Счита-
ем, что «упругие» компоненты напряжения σz, σx, τxz определены в каждой 
точке грунтового массива аналитическими или численными методами. Вос-
пользуемся результатами, приведенными в работе [8], развивая их в предпо-
ложении о том, что в момент «перехода» точки грунтового массива в процес-
се нагружения из упругой в пластическую область величина нормального 
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вертикального напряжения σz, вычисленная от действия собственного веса 
грунта и внешней нагрузки на основе «упругого» решения, практически не 
изменяется [9]. 

Тогда выражения для вычисления значений компонент напряжения в 
точках пластической области (помечены знаком «′») запишем в виде [9] 
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где zσ  — вертикальное нормальное напряжение, найденное из решения со-

ответствующей задачи теории упругости; 
1

2 2tg2 ; (1 ) ;b l b∗= α = +  

45 .
2

∗ ϕ⎛ ⎞α = α − ° +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Значение угла α определим из условия минимальности коэффициента 
остаточного сопротивления сдвигу [9], который определяется выражением  

св( )tg ,n n

n

f σ + σ ϕ− τ
=

τ
  (5) 

где ,n nσ τ  — нормальное и касательное напряжения, действующие по на-
клонной площадке, ориентированной под углом α. 

Используем для этого условия 0;f∂
=

∂α
 

2

2 0f∂
>

∂α
 и соотношения, связы-

вающие ,n nσ τ  и компоненты напряжения σz, σx, τxz. 
Отметим, что в случае идеально связной cреды (ϕ = 0) формулы (4) дают 

гидростатический закон распределения напряжений в пластической области. 
3. Определение границы между областями упругих и пластических 

деформаций. Пусть кривая АА′ есть граница между упругой и пластически-
ми областями, и точка В лежит на этой кривой (рис. 1, а). Рассмотрим равно-
весие бесконечно малой прямоугольной призмы единичной высоты ДЕКМ, 
расположенной таким образом, что точка В лежит на ее диагонали, а сама 
диагональ ДК является касательной к кривой АА′ в точке В. Разделим прямо-
угольную призму ДЕКМ на две треугольные призмы ДЕК и ДМК таким об-
разом, что первая из них будет находиться в области упругих деформаций, а 
вторая — в пластической области. Учитывая, что уравнения равновесия вы-
полняются во всем объеме грунтового массива, составим их для обеих призм 
и выразим оттуда нормальные и касательные составляющие напряжения, 
действующего на наклонным граням призм ДЕК и ДМК через компоненты 
полного напряжения σz, σx, τxz и σ′z, σ′x, τ′xz. 
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Рис. 1. Элементарная призма грунта на границе упругой и пластической облас-
тей (а); схема для составления уравнений равновесия (б) 

Затем, учитывая, что ; ,n n n n′ ′τ = τ σ = σ  а σz = σ′
z и σ′

x, τ′xz определяются 
формулами (4), получим выражения, описывающие границу упругих и пла-
стических областей [9]: 
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(7) 
где θ — угол между касательной к границе АА′ в точке В и положительным 
направлением оси ОX; ϕθ — «граничное» значение угла внутреннего трения 
грунта. 

Точка, в которой величина угла θ совпадает с величиной, вычисленной 
по формуле (6), и выполняется условие ϕθ = ϕ, принадлежит границе упругой 
и пластической областей. Понятно, что в упругой области вне зависимости от 
положения в ней рассматриваемой точки ϕ = const. В пластической области 
величина, эквивалентная углу внутреннего трения, в разных точках не посто-
янна (ϕθ ≠ const), но при приближении точки к границе ϕθ → ϕ. 

Посмотрим, в каком направлении будет проходить зарождение пластиче-
ских областей. Направление луча, вдоль которого развиваются зоны пласти-
ческих деформаций, определяется направлением максимальных касательных 

напряжений. Беря производные ; ,n nd d
d d

′τ τ
θ θ

 приравнивая их и имея в виду 

формулы (4), получим выражение, определяющее это направление: 
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где θ3 — угол наклона луча, вдоль которого происходит зарождение области 
пластических деформаций. 

Как известно, в случае идеально связной cреды касательные к обоим се-
мействам поверхностей разрушения совпадают с направлением максимально-
го касательного напряжения в рассматриваемой точке грунтового массива. 
Если в формуле (8) положить ϕ = 0, то она примет хорошо известный в тео-
рии упругости вид 

зtg2
2
x z

xz

σ −σθ =
τ

.   (9) 

4. Рассмотрим несколько примеров определения пластических облас-
тей в моделях нагруженных откосов, подвергшихся разрушению в лабора-
торных условиях, и в реальных объектах. 

Пример 1. В работе [10] приведены результаты экспериментов по разру-
шению моделей из эквивалентных материалов, выполненных одним из авто-
ров настоящей статьи совместно с В. К. Цветковым и А. А. Новожениным. В 
качестве одного из таких материалов использовалась смесь речного песка с 
машинным маслом в процентном соотношении 97 % к 3 %. Физико-
механические характеристики этой смеси при послойном уплотнении и соот-
ветствующие толщине слоя 0,25 м следующие: удельный вес 
γ = 15,21 × 103 кг/м3; удельное сцепление С = 490,5 Па; угол внутреннего тре-
ния ϕ = 24°. 

В экспериментальном лотке размерами в плане 150 × 60 см и высотой 80 см 
формировали модели откосов высотой Н = 30 см и углом заложения β = 65°. На-
грузкой служит прямоугольный сосуд размерами в плане 0,6 × 0,5 м, устанавли-
ваемый на расстояниях b = 0; 0,25H; 0,5Н от бровки модели откоса и наполняе-
мый водой до разрушения модели. Суммарный вес сосуда и воды, отнесенный к 
площади его основания, определяет величину интенсивности разрушающей рав-
номерно распределенной нагрузки qр. При b = 0 среднее значение (по результа-
там 10 опытов) qр = 1,839·103Па = 0,365γН; при b = 0,25H qр = 7,8·102Па = 
= 0,155γН, а при b = 0,5Н qр = 1,39·103Па = 0,275γН. Значение коэффициента 
бокового распора принято равным μ = 0,75, что соответствует среднему значе-
нию для глинистых грунтов. 

Расчетные значения коэффициентов запаса устойчивости, полученные 
методом [11], который не учитывает образования пластических областей, 
оказались равными K0 = K0,25 = 0,97; K0,5 = 1,02, т. е. отличаются от единицы 
не более чем на 3 %, что и соответствует факту разрушения моделей при дан-
ных значениях внешней нагрузки. 

На рис. 2 приведены области пластических деформаций, построенные 
при помощи компьютерной программы [12], в которой формализовано реше-
ние смешанной задачи [9] для описанных выше условий. Как видно, во всех 
трех случаях области пластических деформаций имеют такие размеры и фор-
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му, что равновесное состояние моделей невозможно. На рис. 2, а приведено 
изображение поверхности скольжения, полученной экспериментально [10]. 
Как видно, она практически полностью находится в пластической области. 

 

  
а б 

 
в 

Рис. 2. Области пластических деформаций, построенные на основании смешан-
ного решения [2], в моделях из песчано-масляной смеси для условий работы [3] (а—
в); экспериментально полученная поверхность скольжения в момент потери устойчи-
вости моделью нагруженного откоса (в) (по данным [3]) 

Пример 2. В работе [13] описано моделирование процесса разрушения 
нагруженных моделей откосов из эквивалентных материалов, в результате 
которого определены геометрия тел обрушения и величины предельных раз-
рушающих сил Рр (обозначение и терминология работы [13]) при различных 
размерах площадок нагружения. 

В качестве эквивалентного материала использована смесь из свинцовой 
дроби, песка и машинного масла, физико-механические свойства которой 
имеют следующие значения: С = 0,52 кПа; ϕ = 30°; γ = 36,6 кН/м3. Угол моде-
ли откоса равен β = 45°, а ее высота Н = 0,5 м. 

В одном из описанных в работе [13] эксперименте по моделированию 
процесса разрушения откосов размеры нагруженной площадки (штампа) бы-
ли равны 0,04 × 0,16 м, а величина разрушающей силы, полученной в резуль-
тате эксперимента, оказалась равной Рр = 63 Н. Площадка нагружения распо-
ложена у бровки модели откоса параллельно ей. 

На рис. 3 изображена область пластических деформаций в модели на-
груженного откоса, построенная при помощи компьютерной программы 
[12], для условий, соответствующих моменту разрушения, по данным рабо-
ты [13]. 
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Рис. 3. Область пластических деформаций в модели нагруженного откоса, по-

строенная по данным работы [6] при помощи решения [2] 

Пример 3. В работе [14] описан случай, когда в Германии на участке 
«Лейпциг — Зейц» на карьере Цинзендорф в экскаваторном уступе высотой 
Н = 17 м и углом β = 35° образовался оползень, который привел к аварии от-
вального моста. Автором [14] приведены следующие данные о физико-
механических свойствах грунтов и параметрах внешней нагрузки: ϕ = 21°; 
С = 17,15 кПа; γ = 17,64 кН/м3. Ширина базы экскаватора b = 7 м, а интенсив-
ность нагрузки на основание q = 441 кПа. Экскаватор находился у края усту-
па, а поверхность разрушения образовалась непосредственно за ним (рис. 4). 

 
Рис. 4. Области пластических деформаций в разрушившемся экскаваторном ус-

тупе, построенные по данным работы [14] на основе смешанного решения [9] 

В результате расчета устойчивости уступа, нагруженного весом экскава-
тора, проведенного автором работы [14] методом К. Терцаги [15], величина 
коэффициента запаса устойчивости получена равной K = 1,19, что, естествен-
но, противоречит реальному положению дел, т. к. откос потерял устойчи-
вость. Данное обстоятельство находит объяснение у автора работы [14] в не-
точности определения физико-механических свойств грунтов. 

На рис. 4 изображены области пластических деформаций в разрушив-
шемся экскаваторном уступе, построенные по данным работы [14] на основе 
смешанного решения [9]. Как видно, одна из пластических областей начина-
ется под левым краем нагрузки и выходит на поверхность откоса в его по-
дошве. Вторая правая пластическая область по форме весьма напоминает 
призму выпора грунта из-под штампа. В работе [14] приведена фотография 
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объекта, из которой видно, что характер его разрушения соответствует по-
строенным при помощи компьютера областям пластических деформаций. 

Пример 4. В работе [16] приведен расчет устойчивости откосов отвала 
меловых пород ОАО «Стойленский ГОК», который размещен в отроге Кру-
той Лог балки Чуфичева. Авторами статьи отмечается, что «оценку устойчи-
вости откосных сооружений хвостохранилищ и гидроотвалов следует произ-
водить с учетом сил гидростатического взвешивания и гидростатического 
давления, а также нестабилизированного состояния водонасыщенных пород. 
Для расчета устойчивости нестабилизированных породных масс сухих и гид-
равлических отвалов наиболее пригодны методы алгебраического суммиро-
вания сил (при монотонной криволинейной поверхности скольжения) и мно-
гоугольника сил». 

На рис. 5 изображена расчетная схема профиля III—III, для которого оп-
ределен наихудший коэффициент запаса устойчивости K = 1,03; здесь же 
приведены значения физико-механических свойств слагающих пород [16]. 

 
Рис. 5. Расчетная схема откоса по профилю III—III и значения физико-

механических свойств слагающих пород 

Нами при помощи компьютерной программы [12] выполнены два вари-
анта расчета устойчивости данного объекта на основе анализа напряженного 
состояния грунтового массива:  

1) при условии упругого распределения напряжений в приоткосной об-
ласти, когда в качестве инструмента построения границы областей пластиче-
ских деформаций используется известное условие пластичности (10) 

( ) ( )2 22 2
св4 2 sin ,x z xz x zσ − σ + τ = σ + σ + σ ϕ   (10) 

где σx, σz и τxz — безразмерные (в долях γh) компоненты полного напряжения 
в той же точке; σсв = С(γhtgϕ)–1 — приведенное давление связности (С; ϕ; γ — 
соответственно сцепление, угол внутреннего трения, объемный вес грунта); 

2) на основе решения смешанной задачи теории упругости и теории пла-
стичности грунта, приведенного выше.  
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В результате расчета по первому варианту оказалось, что при выполнении 
всех рекомендаций работы [16] и учете наличия слабого прослоя величина ко-
эффициента запаса устойчивости для профиля III—III, вычисленная при вели-
чине коэффициента бокового давления ξо = 0,5, равна K0,5 = 1,23. Отметим, что 
это значение ξо выбрано не случайно, а получено после подстановки величины 
угла внутреннего трения ϕ = 20° (см. рис. 5) в известную формулу [5] 

2
o tg ( / 4 / 2).ξ = π + ϕ   (11) 

Если положить ξо = 0,23 (это значение определено подбором), то полу-
чим величину коэффициента запаса устойчивости K0,23 = 1,03, как и в цити-
руемой работе. 

На рис. 6 в качестве примера изображены картины изолиний горизон-
тальных σx напряжений и областей пластических деформаций в откосе отвала 
по профилю III—III при ξо = 0,5 и ξо = 0,23. 

 

  
а б 

  
в г 

Рис. 6. Картины изолиний безразмерных (в долях γН) горизонтальных σx напря-
жений и областей пластических деформаций в откосе отвала по профилю III—III при 
ξо = 0,5 (а, б) и ξо = 0,23 (в, г) 

Анализ рисунков показывает, что при ξо = 0,5 поле горизонтальных на-
пряжений спокойное, без возмущений, а призма скольжения практически 
полностью находится вне областей пластических деформаций (ОПД). Откос 
при этом не теряет общей устойчивости, а образуются только локальные зо-
ны сдвигов, совпадающие с пластическими областями, расположенными на 
поверхности призмы возможного обрушения. При ξо = 0,23 поле горизон-
тальных напряжений существенным образом трансформируется, возникают 
значительные по размерам области растягивающих σx напряжений, и практи-
чески весь грунтовый массив переходит в пластическое состояние. 
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На рис. 7 приведены изображения областей пластических деформаций, 
полученных на основе проведения второго варианта расчета при двух значе-
ниях коэффициента бокового давления грунта ξо = 0,5 (рис. 7, а) и ξо = 0,23 
(рис. 7, б). 

 

  

а б 

Рис. 7. Области пластических деформаций, построенные в приоткосной зоне по 
профилю III—III на основании «смешанного» решения 

Анализ рис. 6 и 7 показывает, что уже при величине ξо = 0,5 область пла-
стических деформаций распространяется от подошвы до самого верха отвала 
и при этом в нижней своей части выходит на земную поверхность. Нижняя 
граница ОПД практически совпадает с наиболее вероятной поверхностью 
скольжения (НВПС), изображенной на рис. 6. Если ξо = 0,23, то длина ОПД 
практически не изменяется, однако происходит развитие ее нижней части, 
которая широким фронтом выходит на поверхность грунта в месте перехода 
откоса отвала в подошву. При этом можно сделать вывод, что в обоих случа-
ях отвал находится в крайне неустойчивом состоянии. Таким образом, ре-
зультаты расчета в «смешанной» постановке в большей степени отвечают 
данным наблюдений, чем результаты расчета, выполненные в предположе-
нии упругого распределения напряжений в приоткосной области. 

Пример 5. В работе [17] проведен расчет устойчивости «откосов старой 
набережной поселка Приморский с прилегающими к ней частями склона по 
профилю I—I. По данным инженерно-геологических изысканий, выполнен-
ных кооперативом “Геолог”, основанием берегоукрепительных сооружений 
служит глина выветрелая, твердая со следующими физико-механическими 
свойствами: угол внутреннего трения ϕ = 17°, удельное сцепление 
C = 0,045 МПа; объемный вес γ = 1,85 т/м3». Сведения о величине коэффици-
ента бокового давления, как и в работе, описанной в предыдущем примере, 
отсутствуют. Используя формулу (13) получим, что ξо = 0,55. 

 

  
а б 

Рис. 8. Инженерно-геологический профиль I—I (а) и общий вид оползневого 
участка (б) (цит. по работе [6]) 
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На рис. 9 приведено изображение инженерно-геологического профиля 
I—I, рассмотренного в работе [17], и фотография общего вида соответст-
вующего оползневого участка. 

 

  

а б 

  
в г 

Рис. 9. Области пластических деформаций, построенные для оползневого участ-
ка по профилю I—I при условии упругого распределения напряжений в приоткосной 
области при ξо = 0,55 (а) и на основании результатов «смешанного» решения при 
ξо = 0,55 (б); ξо = 0,66 (в); ξо = 0,75 (г) 

Как и в предыдущем примере области пластических деформаций по-
строены на основании результатов «упругого» и «смешанного» решения и 
приведены на рис. 9. Анализ этих рисунков показывает, что область пласти-
ческих деформаций, построенная исходя из упругого распределения напря-
жений в грунтовом массиве (рис. 9, а), не полностью охватывает наклонную 
поверхность откоса, в то время как ОПД, построенные на основе «смешанно-
го» решения (рис. 9, б—г), далеко заходят и на горизонтальную дневную по-
верхность. Как видно на фотографии, приведенной на рис. 9, б, данное об-
стоятельство соответствует реальному состоянию объекта: разрушение отко-
са набережной начинается с его верхней бермы. Это также подтверждается 
текстом, приведенным в работе [17]: «В пределах исследуемого района выде-
лены участки… локальных сдвигов грунтовой массы. В верхней части набе-
режной наблюдаются трещины закола. На отдельных участках склона име-
ются деформированные лестницы». Как видим, и в этом случае результаты 
«смешанного» решения в наибольшей степени совпадают с результатами на-
турных наблюдений. Из рис. 9, б—г также видно, что по мере увеличения ве-
личины коэффициента бокового давления грунта ξо область пластических 
деформаций увеличивается в размерах, получает развитие рогообразная ее 
часть, направленная под подошву откоса. 

Пример 6. В работе [18] рассматривается вопрос об отыскании областей 
пластических деформаций в однородном грунтовом откосе. В качестве объ-
екта исследования выбран однородный склон, параметры которого приве-
дены в [19]: «высота склона h = 20 м, заложение 1:m ≈ 1:2,4; грунт — сугли-
нок тугопластический γ = 20,7 кН/м3, Е = 45 МПа, ν = 0,35 (согласно извест-
ной формуле, связывающей величину коэффициента Пуассона с величиной 
коэффициента бокового давления, ξо = 0,54), С = 20 кПа, ϕ = 12°». Отмече-
но, что расчеты выполнены авторами при помощи компьютерной програм-
мы [12]. 
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На рис. 10, а изображены области пластических деформаций (зоны «пла-
стичности»), полученные авторами работы [18] для рассматриваемого склона 
при помощи [20]. Из рисунка видно, что в грунтовом массиве образовались 
три ОПД: первая, имеющая эллипсообразную форму, расположена в месте 
перехода откоса в подошву, что вполне обоснованно, т. к. здесь имеет место 
существенная концентрация напряжений; вторя ОПД имеет форму полосы и 
простирается по поверхности подошвы откоса, что также логично, т. к. здесь 
могут возникать растягивающие горизонтальные нормальные напряжения σx; 
а вот объяснения наличия третьей ОПД, которая широкой полосой устремля-
ется вглубь массива, мы не находим. 

 

  
а б 

 
в 

Рис. 10. Области пластических деформаций, полученные авторами [18] (а); об-
ласти пластических деформаций, полученные нами при ν = 0,3 (ξо = 0,54) (б); нало-
жение изображений областей пластических деформаций и зон пластичности друг на 
друга (в) 

На рис. 10, б приведены области пластических деформаций, построенные 
нами для условий рассматриваемого примера на основе «смешанного» реше-
ния [2], а на рис. 10, в — наложение изображений ОПД, полученных автора-
ми цитируемой работы и нами. Из рисунка видно, что площади областей пла-
стических деформаций, расположенных в области перехода откоса в подош-
ву, практически одинаковы; ширина ОПД, расположенной вдоль поверхности 
подошвы откоса, в нашем случае примерно в полтора раза больше. Основное 
отличие заключается в том, что в нашем случае полосовая пластическая об-
ласть отсутствует, а основная ОПД имеет развитие по поверхности откоса 
вверх и влево под его подошву.  

Пытаясь отыскать в научно-технической литературе результаты исследо-
ваний, которые подтвердили бы возможность существования областей пла-
стических деформаций подобной формы, мы обнаружили, что в работе [21] 
приведены изображения ОПД «грунта в основании днища шахты без закреп-
ления грунта», которые представлены нами на рис. 11, а. 

Далее, предположив, что изображение на рис. 10 можно рассматривать 
как половину грунтовой выемки трапециевидного сечения, мы, не изменяя 
численных значений физико-механических свойств грунта и геометрических 
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размеров, кроме угла заложения откоса, который теперь принят равным 90°, 
построили области пластических деформаций в основании выемки прямо-
угольного сечения по предлагаемой нами методике, которые приведены на 
рис. 11, б. 
 

  
а б 

Рис. 11. Области пластических деформаций в основании днища шахты без за-
крепления грунта по данным работы [21] (а); ОПД под дном прямоугольной выемки, 
построенные на основе «смешанного» решения [2] (б) 

Сравнивая приведенные на рис. 11 изображения, видим, что в обоих слу-
чая ОПД развиваются под подошву выемки. Это обстоятельство может слу-
жить качественным подтверждением справедливости полученных нами ре-
зультатов. 

Выводы. 
1. Приведены выражения, позволяющие проводить построение областей 

пластических деформаций в рамках приближенного аналитического решения 
смешанной задачи теории упругости и теории пластичности грунта. Полу-
чаемые при этом пластические области удовлетворительно согласуются с ре-
зультатами лабораторных исследований процесса разрушения моделей отко-
сов из эквивалентных материалов при нагружении и натурными наблюде-
ниями. В связи с этим считаем возможным рекомендовать предложенный 
подход для оценки устойчивости нагруженных откосов. 

2. Результаты построения областей пластических деформаций на основе 
приближенного аналитического решения смешанной задачи теории упруго-
сти и теории пластичности грунта позволяют адекватно оценить степень ус-
тойчивости реальных грунтовых откосов с целью предотвращения техноген-
ных катастроф, о чем говорит их удовлетворительное совпадение с результа-
тами натурных наблюдений. О том же свидетельствует качественное 
соответствие положения и форм областей пластических деформаций, полу-
ченных нами и независимо от нас другими авторами для вертикальных отко-
сов грунтовых выработок. 
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