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УДК 624.131 

А. Н. Богомолов, А. В. Прокопенко  

СОПОСТАВЛЕНИЕ ОБЛАСТЕЙ ПЛАСТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЙ,  
ПОСТРОЕННЫХ ПРИ УПРУГОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ НАПРЯЖЕНИЙ  
В ОСНОВАНИИ ФУНДАМЕНТА И ДЛЯ УСЛОВИЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ  
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ ГРУНТОВ 

Приведены результаты сравнения областей пластических деформаций в связном основа-
нии заглубленного ленточного фундамента, построенные при использовании условия прочно-
сти Кулона и аналитического решения смешанной задачи теории упругости и теории пластич-
ности грунта. Приведены иллюстрации, позволяющие оценить глубину развития ОПД вглубь 
основания в зависимости от величины отношения ширины фундамента к глубине его заложе-
ния и интенсивности внешнего воздействия. Приведены изображения областей пластических 
деформаций, полученных нами и другими авторами для условий упругопластической задачи, 
проведено их сравнение. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: смешанная задача теории упругости и теории пластичности 
грунта, условие прочности Кулона, области пластических деформаций, глубина развития пла-
стических деформаций, коэффициент бокового давления. 

The article provides the results of comparison of the areas of plastic deformations in cohesive 
basis of the buried tape foundation, built using the conditions of Coulomb strength and the analytical 
solution of mixed task of the elasticity theory and the soil plasticity theory. The illustrations allowing 
to estimate the depth of the development of exhaust deep into of the basis depending on the size of 
base width to the depth of its embedding and intensity of external influence are given. The pictures of 
the areas of the plastic deformations received by the authors of the article and other ones for condi-
tions of elastic-plastic task are provided, and the comparison is carried out. 

K e y  w o r d s: mixed task of the elasticity theory and the soil plasticity theory, Coulumb 
strength condition, areas of plastic deformations, depth of development of plastic deformations, lat-
eral pressure coefficient. 

Одним из приемов, наиболее часто используемых при определения об-
ластей пластических деформаций в основании заглубленного фундамента, 
является использование условия прочности Кулона [1] для прямолинейных 
огибающих предельных кругов, которое может быть записано одним из при-
веденных ниже способов: 
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где  σ1 и σ2 — главные нормальные напряжения; σx, σz и τxz — компоненты 
полного напряжения в той же точке, σсв = С(ρghзtg ϕ)–1 — приведенное дав-
ление связности (С, ϕ, θmax, ρ, g и hз — удельное сцепление, угол внутреннего 
трения, угол максимального отклонения, плотность грунта, ускорение сво-
бодного падения и глубина заложения фундамента соответственно). 
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Напряженно-деформированное состояние однородного основания за-
глубленного фундамента можно определить, используя решение первой ос-
новной задачи теории упругости для весомой однородной и изотропной по-
луплоскости с криволинейной границей [2] методами теории функций ком-
плексного переменного [3]. 

Функция, совершающая конформное отображение нижней полуплоско-
сти ImZ < 0 на исследуемую область, имеет вид [2] 
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где z = х + iy; ζ = ξ + iη, С0, С, С2k + 1 — любые, в том числе и комплексные, 
коэффициенты; а и b — действительные числа; b > 0. 

Подбирая соответствующим образом коэффициенты отображающей 
функции (2), можно добиться того, что она будет конформно отображать 
множество ImZ < 0 на полуплоскость с трапециевидным вырезом при различ-
ных значениях величины отношения глубины выреза к его нижнему основа-
нию. Это дает возможность исследовать напряженно-деформированное со-
стояние основания фундамента при различных значениях относительной глу-
бины его заложения 2b / hз. 

Если напряженно-деформированное состояние грунтового массива из-
вестно, то области пластических деформаций можно построить следующим 
образом [4]. 

Известно [2, 4], что величина коэффициента устойчивости в точке грун-
тового массива определяется выражением 
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где α — угол наклона площадки сдвига. 
Если исследовать выражение (3) на экстремум, по можно получить форму-

лу, определяющую такое значение угла α, при котором выражение (3) при всех 
прочих равных условиях будет принимать минимальное значение (KТ = KТmin), а 
сама площадка будет являться наиболее вероятной площадкой сдвига [4]:  
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Если в точках грунтового массива вычислить минимальные значения 
KТmin, а затем соединить плавными линиями точки, в которых выполняется 
условие КТmin = 1, то эти линии будет являться границами областей пластиче-
ских деформаций. 
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На рис. 1 в качестве примера приведены изображения областей пласти-
ческих деформаций (ОПД), построенные на основании выражений (1) при 
условии, что 2b/hз = 0,5; 1,5; 2,5, а грунт основания имеет следующие физико-
механические свойства: удельное сцепление С = 0,0196 МПа; угол внутрен-
него трения ϕ = 16°; объемный вес грунта γ = 1,764 т/м3; величина коэффици-
ента бокового давления ξ0 = 0,75, что соответствует глинистым грунтам [5]. 

  
а б в 

Рис. 1. ОПД в основании заглубленных фундаментов, построенные на основе 
условия пластичности, при q = 3γhз: а — 2b/hз = 0,5; б — 2b/hз = 1,5; в — 2b/hз = 2,5 

Отметим следующее. Если для определения напряжений используется 
решение теории упругости, то внутри ОПД, построенных на основе выраже-
ний (1), возникает физически недопустимое напряженное состояние, когда не 
выполняется условие пластичности (1). Поэтому построенные таким образом 
ОПД не будут истинными. 

Для того чтобы исключить данное обстоятельство, следует проводить 
анализ напряженного состояния основания фундамента, используя решение 
смешанной задачи теории упругости и теории пластичности грунта, приве-
денное в [2]. 

Соотношения, определяющие размер, форму и положение областей пла-
стических деформаций, получены в виде [2] 
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где θ — угол между положительным направлением оси Х и касательной, про-
веденной в данной точке границы ОПД; ϕθ — «граничное» значение угла 
внутреннего трения грунта (аналог угла максимального отклонения: линия  
ϕθ = ϕ — граница области пластических деформаций); b = tg 2α*; 

( )0,52  1 ;l b= + α* = α – (45° + ϕ/2); σz, σх, τxz — безразмерные (в долях γhз) 

компоненты полного напряжения, найденные из аналитического решения со-
ответствующей задачи теории упругости [2] для данного шага нагружения. 
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На рис. 2 приведены изображения пластических областей, построенные на 
основе решения смешанной задачи теории упругости и теории пластичности 
грунта [2], а на рис. 3 — графические зависимости вида ΔZ = f (q), построенные 
для обоих рассмотренных случаев. Отметим, что все вычисления выполнены 
при помощи компьютерной программы [6]. 

  
                                   а                                                                        б 

в 

Рис. 2. ОПД в основании заглубленных фундаментов, построенные на основе 
решения смешанной задачи теории упругости и теории пластичности грунта [2], при 
q = 3γhз: а — 2b/hз = 0,5; б — 2b/hз = 1,5; в — 2b/hз = 2,5  

 
 

а б 

Рис. 3. Графические зависимости вида ΔZ = f (q), построенные на основе ис-
пользования: а — условия пластичности, б — решения смешанной задачи 

Сравнивая изображения, приведенные на рис. 1, 2 и 3, видим, что при 
принятых условиях: 

1) в первом случае ОПД развиваются непосредственно под фундамент,  
а во втором — в стороны от него; 

2) при росте интенсивности внешнего воздействия ОПД, построенные на 
основании смешанного решения, приближаются к дневной поверхности, посте-
пенно формируя призмы выпора грунта; 
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3) зарождение ОПД в обоих случаях происходит при достижении интен-
сивностью внешнего воздействия некоторой определенной величины, при 
которой преодолевается внутреннее сопротивление грунта сдвигу; величина 
этой нагрузки не зависит от геометрического параметра фундамента 2b/hз; 

4) в случае упругопластического распределения напряжений в активной зо-
не фундамента величина первой критической нагрузки меньше, чем при упру-
гом распределении, однако в этом случае «скорость» роста ОПД гораздо выше; 

5) чем больше величина отношения 2b/hз, тем больше при всех прочих 
равных условия глубина развития ОПД. 

На рис. 4 приведены результаты численного исследования нелинейно-
деформируемого основания при помощи метода [7]. Материал основания 
подчиняется обобщенному закону Гука с переменным модулем сдвига G: 

σ σ tg φ (γ θ)tg φ ,
ε ε ε

i

i i i

c y K cG
B B

− + − +
= = =

+ +
  (6) 

где ϕ, γ и c — угол внутреннего трения, объемный вес и удельное сцепление 
грунта соответственно; y — расстояние от рассматриваемой точки до поверх-
ности грунта; θ x ye e= + ; ε   и σi i  —инварианты деформаций и напряжений 
соответственно; K = const — модуль объемной деформации грунта; B — по-
стоянная величина, характерная для данного вида грунта; закон распределе-
ния напряжений от собственного веса грунта — гидростатический, т. е. ко-
эффициент бокового давления грунта принят равным ξо = 1. 

 

Рис. 4. Изолинии модулей сдвига G в основании штампа при критической на-
грузке (цит. по [7]) 

В [7] сказано, что «наглядное представление о развитии упругих и пласти-
ческих областей в грунте получено путем анализа изолиний модулей сдвига… 
В процессе увеличения нагрузки под штампом формируется область с новы-
ми значениями модулей сдвига, границы которой не зависят от нагрузки… 
При предельной нагрузке на основание модуль сдвига под краями штампа 
уменьшается в 4—5 раз по сравнению с начальными значениями и меньше 
значения G под штампом в 8—9 раз. Зоны пониженных модулей сдвига рас-
пространяются на 1,5b вглубь основания и на (3,0…3,5)b влево и вправо  
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от боковых граней штампа. Пониженные значения G свидетельствуют о фор-
мировании в грунте пластических областей, а зоны распространения понижен-
ных G соответствуют нашим экспериментальным данным». 

На рис. 5 изображены картины изолиний модулей сдвига G в основании 
штампа при критической нагрузке, которые приведены в [7] (справа). К сожа-
лению, авторы [7] не идентифицируют ни одну из изолиний параметра G  
с границей области пластических деформаций, однако форма, положение и 
направление развития пластических областей качественно совпадают с пред-
ставленными нами на рис. 3. 

  
а б 

Рис. 5. Изолинии деформаций сдвига при осадке штампа, соответствующей мо-
менту до наступления предельной нагрузки (а); соответствующей запредельной по 
устойчивости нагрузке (б) (цит. по [8]) 

В работе [8] авторы изучают деформации песчаного основания полосо-
вого штампа. Анализируя полученные результаты, они приходят к выводу  
о том, что границы ОПД можно идентифицировать с изолиниями нулевых 
значений деформаций сдвига, возникающих при осадке штампа. Сравнивая 
формы ОПД, приведенных на рис. 2 и 5, можно говорить об определенной 
степени их подобия. 

Таким образом, ОПД, построенные на основании аналитического реше-
ния смешанной задачи теории упругости и теории пластичности грунта, по 
форме и размерам подобны тем, что получены в результате численных и экс-
периментальных исследований другими авторами. 
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